Les suites numériques

Une suite est une collection de nombres dans un ordre précis
On dit aussi qu’'une suite est une fonction de N dans R qui attribue a chaque rang une image.

I Le raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence « est un instrument qui permet de passer du fini a I’infini »
(Henri Poincaré)

L’idée s’appuie sur le principe des dominos :
le premier domino (initialisation) renverse le deuxiéme,
et chaque domino renversé renverse le suivant (hérédité)

Propriété : Pour démontrer par récurrence qu'une propriété P(n) est vraie, pour tout entier naturel » a

partir du rang &, on procede en trois étapes :
a. Initialisation : on vérifie que la propriété est vérifiée au premier rang & ;

b. Hérédité : on montre que si la propriété P(n) est vérifiée & un certain rang » (n > k), elle est alors

vérifiée au rang suivant n+1 ;
c. Conclusion : la propriété est alors vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a k.

Exemple : Démontrer par récurrence la proposition suivante : pour tout entier naturel 7>10, 2" >100n

Initialisation : pourn=10: 21921024 done 2'°21000 > 1a proposition est vraie au rang 10.

Hérédité : On suppose que la proposition est vraie pour un rang n =10 : 2”7 =100n
—>Est-elle alors vraie au rang n + 1 ? {est-ce que PUALIS 100(n+1) 2}
On a donc :
2" 2100
2x2" 22x100n
2" >100% 20
or 2nzn+1 car 2n—(n+1)=n—1 et n—1>0 s1 n>1

donc 2’}Hl >100x (n + l)

La proposition est vérifiée au rang (n + 1), elle est donc héréditaire / vérifiée par hérédite.

Conclusion : la proposition est héréditaire et vraie pour tout entier naturel 7 =10, donc elle est vraie

pour tout entier naturel 7. Ainsi : pour tout entier »>10, 2" >2100x .

Exemple : Démontrer par récurrence la proposition suivante : pour tout entier naturel n =1

+1
I+2+..+n= M
2
I(1+1 .. .
Initialisation : pourn=1: Q = 2 =1 => la proposition est vraie au rang 1.
e .. : n(n+1)
Hérédité : On suppose que la proposition est vraie pourunrang n=1: 1+2+...+n= —

. | 2
~Est-elle alors vraie aurang # + 1 ? {est-ce que 1+2+...+n+(n+1)= W)ZLH 7}

On a dong, en injectant I’hypothése au rang n dans le calcul au rang (n + 1) :
+1 +1) 2(n+1 +1)(n+2
1+2+...+n+(n+1):m+(n+l):n(n )+ (n ):(n )(n+2)
2 2 2 2
La proposition est vérifice au rang (n + 1), elle est done héréditaire / vérifiée par hérédité.




Conclusion : la proposition est héréditaire et vraie au rang 1, donc elle est vraie pour tout entier
n(n+l)

2
Exemple : Démontrer par récurrence la proposition suivante : pour tout entier naturel n > 1

naturel n=1: 142 +...+n=

P42+ +n’ =(l+2+...+n)2

Initialisation : pourn—1: P=let1’=1 > proposition est vraie au rang 1.

Hérédité : On suppose que la proposition est vraie pour un rang n>1.
2 2 - 2
P +27 4. 41 =(1+2+...+n)
—Est-elle alors vraie aurang n+ 1 ?

{est-ce que 13+23+...+ﬂ3Jr(nJrl)3 :(l+2+...+n+(n+1))2 7}

On a done :

R, S +(”+1)3 =(1+2+---+”)2+(”+1)3

1
Or 1+2+...+n_@
2 2 2
2 2 ~ 3 1 3 ]_
Done 1"+2"+...+n"+(n+1)‘ =[n(n2—+)} +(n+l)‘ =ﬂ(n—+)+(n+l)3

o X ; 2 2
P+27 + 4+ +(n+1) =(n+1)2{%+(n+1)}=(n+1)2[—n +jn+4]

2 2
R, R +(n+1)3 =(n+l)2 (n+2) =[(H+1)(n+2)}
4 2
Pid s 4n +(rz+1)3 :(l+2+...+n+(;~1+l))2

La proposition est vérifiée au rang (n + 1), elle est donc héréditaire / vérifiée par hérédité.

Conclusion : la proposition est héréditaire et vraie au rang 1, donc elle est vraie pour tout entier

naturel n21: P+ + ..+ =(1+2+...+n)2.

Exemple :
Montrer que pour tout entier n, 4" —1 est divisible par 3

Initialisation : pourn=20: 4% -1=0 et 0 est divisible par3 = la proposition est vraie au rang 0.

Hérédité : On suppose que la proposition est vraie pour un rang >0 : 4”7 —1 est divisible par 3
- Est-elle alors vraie aurang n+1?

{est-ce que 4™ _1 est divisible par 3 ?}
On a done, en injectant I’hypothése au rang n dans le calcul au rang (n + 1) :

4T 1= 454" —1=4x4" —4+3=4(4"-1)+3
Or 4" -1 est divisible par 3 et 3 est également divisible par 3.
Donc 4(4” - l) +3 est divisible par 3 et 41 est divisible par 3
La proposition est vérifiée au rang (n + 1), elle est donc héréditaire / vérifiée par hérédité.

Conclusion : la proposition est héréditaire et vraie au rang 1, donc elle est vraie pour tout entier
naturel # : 4”7 —1 est divisible par 3



Exemple : Suite définie par récurrence
Uy =2

Soit ¢ la suite définie par . Montrer que pour tout entier naturel, u,, <4.

U, =iy +2

Initialisation : pourn=10: ) =2 donc Uy =4 = la proposition est vraie au rang 0.

Hérédité : On suppose que la proposition est vraie pour unrang »>0 : u, <4
= Est-elle alors vraie aurang n+ 1 ? {est-ce que u, =47

On a donc, en partant de I’hypothése au rang n pour aboutir au rang (n + 1) :
i, <4

done fu, <2
done fu, +2<4

1 <
soi1t u, 1= 4

La proposition est vérifiée au rang (n + 1), elle est donc héréditaire / vérifiée par hérédité.

Conclusion : la proposition est héréditaire et vraie au rang 0, donc elle est vraie pour tout entier
naturel n. Ainsi: VneN | u, <4.

Exemple : Suite définie par récurrence
Uy =2
Soit (u,,) la suite définie par 1 . Montrer que (u, ) est croissante.
u, ==, +2
2

n+l n

Initialisation : Uy =2 et u = Euo +2=1+2=3 > Uy Suy la proposition est vraie au rang 0.

Hérédité : On suppose que la proposition est vraie pour un rang 7>0 : u,, < u,

- i 91 19 - < 9
—Est-elle alors vraieaurang n+ 1?7 {est-ce que U, Su, 5 7%
On a donc, en partant de I’hypothése au rang n pour aboutir au rang (n + 1) :

<
Up =y

1 1
donc Eun < EU”H

donce %”n +2< %“nﬂ +2

soit 1 <u

u
n+ n+2
La proposition est vérifiée au rang (n + 1), elle est done héréditaire / vérifiée par hérédité.

Conclusion : la proposition est héréditaire et vraie au rang 0, donc elle est vraie pour tout entier
naturel ». Ainsi : Vn€N, (u,) est croissante.



