Les suites

Rappel : N désigne [’ensemble des entiers naturels, N = {0;1; 2;3; }
UNE SUITE DE NOMBRES REELS EST UNE LISTE ORDONNEE DE NOMBRES REELS, FINIE OU INFINIE.

1) Généralités

¢ Notion de suite.

Définition :
Une suite est une fonction de N vers R, qui & un nombre n associe son image up, appelé terme
général de la suite, n étant I’indice de la suite.

La notation (un) ou u désigne la suite en tant qu’objet mathématique, et U, désigne I’image de ’entier n
- up, est aussi appelé le terme d’indice n de la suite (up).

Il existe donc deux notations pour les suites : (u,) et u

Exemple 1: Soit (up) la suite définie par u,=2n + 1.
> Ug=2x0+1=1; U =2x1+1=3 ; Uy, = ... b Ug=
U s’appelle le premier terme de la suite ou le terme initial,
Un=2n+ 1 s’appelle le terme général de la suite.

Exemple 2 : Soit u la suite définie par up = n3

_n3_ ) a3 } _ .
éuo—o =0 ; ul—l =1 ; Uy = oo X

¢ Suite définie par une fonction (= Suites définies en fonction du rang n (du type u, = f (n)) )

Exemple : Soit f la fonction définie par f (x)= 2x% 1.
On considere la suite définie par up = f (n)=2x n2-1. Compléter :

> u0:2><02—1:—1 ;u1:2><12—1:1 pUs = :

¢ Suite définie par une relation de récurrence
(= définie en fonction du (ou des) terme(s) précédent(s))
A retenir :
Lorsque I’on donne le terme initial d’une suite ainsi que I’expression d’un terme en fonction du
précédent, on dit que I’on définit cette suite « par récurrence ».

Uy =2
Exemple 1 : On considére la suite définie par : 0 pour tout entier naturel n
Uoq =3untl

Compléter : U =3Uy+1=3x2+41=7 ;| Uy =3u +1=3x7+1=22 | Us=......ccccoocoiii.

u0=2

Unq =Un(1-up)

Exemple 2 : On considere la suite définie par : { pour tout entier naturel n

ulzuo(l—uo):—z ; u2:u1(1—u1):—6 b U=



II ) Représentation graphique d’une suite.

Définition :
La représentation graphique d’une suite (un) dans un repere, est ’ensemble des points isolés
de coordonnées (O;uo) H(Tuy) s (2uy) 55 (nsug) 5
Exemple : Soit la suite U définie par uj, -5
n+2
Représenter la suite a 1’aide de ses 5 premiers termes.
6 6
17142 3 AL:2)
u —i—§—15 2> A2(2'15)
27242 4 7 "~
]
Uy = > A( )
1

III ) Sens de variation d’une suite

Définition :
1) On dit que la suite (un) est strictement croissante si chaque terme de la suite est strictement
inférieur au terme qui le suit : pour tout entier n : up < Uy

2) On dit que la suite (un) est strictement décroissante si si chaque terme de la suite est strictement
supeérieur au terme qui le suit : pour tout entier n : u, > U

Exemple :
Graphiquement, on constate que la suite définie dans I’exemple précédent est : .....................

¢ Comment étudier les variations d’une suite
Meéthodes :
e Onétudie le signede u, 4 —Up :

Si u,1—Un <0 pour toute valeur de n, alors la suite (Un) St ..o,

Si U1 —Un =0 pour toute valeur de n, alors la suite (up) est

e Pour une suite définie a ’aide d’une fonction, du type u, = f (n), on étudie le sens de variation
de la fonction f sur ]0;+oo[ :

Si f est croissante sur ]0;+oo[, alors la suite (up) est

Si f est décroissante sur ]0;+o[ , alors la suite (up,) est



" BN - -y = u b
e Pour une suite a termes strictement positifs , on compare —n+l al:

Un
: Unia i
Si M2>1, alors lasuite (Up) €St .ueeeeereereereeeeeeeeeeeeeeeeenn,
Un
: Unia i
Si M2<1<1, alorslasuite (Up) €St .uuueeereereereeeeeeeeeeeeeeeeenn
Un
Exemples : Soit (up) la suite définie par : u, = n%—2n pour tout entier n > 1

n
et (v ) la suite définie par v, = [5) . Etudier le sens de variation de ces suites.

Premiére méthode :
Upyq —Un :[(n +1)2 —2(n +1)}—[n2 —Zn] =[n2 +2n +1—2n—2]—n2 +2n=2n-1

=2 2n-1>0si n >% or neN donc u, ,—Upn>0 si n>1:uestcroissante a partir du rang 1
Deuxieme méthode : Soit la fonction f (x)= x2 —2x définie sur R . Sa dérivée est :
f'(x)=2x—-2=2(x—1) : cette dérivée est positive si (x—1)>0 , soitsi x>1

Si x>1, la derivee est positive, donc pour x >1 la fonction f est croissante
Comme la suite u est définie par : up = f (n) , alors la suite u est croissante a partir du rang 1.
Troisiéme méthode :

V. . —Vp = (ljnﬂ —( )n = lx(ljn —(ljn = (ljn (l—lj = i(ljn <0 : ce n’est pas tres élégant
17N T (3 3°(3) \3) 3] (3 33 ' P 8
1 n+1 1 1 n
v (3) 3{3)
> n+l _ _ _ -

donc la suite v est décroissante

I\V) Suites arithmétigues

Définition :
On appelle suite arithmétique toute suite numérique dont chaque terme s’obtient en ajoutant un
nombre constant r appelé raison de la suite.

u
Elle est donc définie par récurrence par : { :
Uyyg =Untr
Exemple : > Uuy=-3; U,=1; Uuy=5; u,=9;...
_ 1 12 73 4 >
Un+1—Un+4

Exemple : La suite de nombres { 5;8;11;14;...} peut étre décrite par une suite arithmétique U :
U,,q =Un+3 avecun premier terme Uy =5 et de raison r=3.



Geénéralement pour une suite arithmétique de premier terme U et de raison r :
U =Uy+Tr
u, :u1+r:uo+2r
u3:u2+r:u1+2r=u0+3r

On peut se représenter la situation au moyen d’un schéma comme celui-Ci :

AT +ro +ro +ro +r
Ug Uy >Us >Ug > >Un >U

n+l

Propriété : « Calcul des termes d’une suite arithmétique »
Soit (un) une suite arithmétique de terme initial Ug et de raison r.

1) Up =Uqy +Nr pour tout entier n.

2) Umn =up+(m—p)r pour tous entiers m et p.
->une suite arithmétique est entierement definie par son premier terme et sa raison.

Exemple : Soit (un) la suite arithmétique de raison r = 3 et telle que U o= 22. Calculez Uy, etuy.
Uyg =l +(20-10)r =22+10x3=52
Uy =Uy+10r donc uy=u;y—10r=22-10x3=-8

Propriété : « Somme des n premiers entiers naturels non nul »
n(n+1)

Lasomme 1+2+.......+n (oun est un entier naturel non nul) est : S=

Démonstration : C’est une astuce d’écriture :
S=1 + 2 + 3 +..+nh-2+ n=-1+ n

S=n +n-1+n-2+.+ 3 + 2 + 1

25=n+1+n+1 + n+1l +..+ n+1 + n+1 + n+1
Soit :
n(n+1)

2S=n(n+1) et S-= 5

) 50x(50+1) 50x51
-

Exemple: 1+2+

=25x51=1275

Propriété : « Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique »
Soit S, la somme de n + 1 premiers termes d’une suite arithmétique, alors :

. - (n+1)(ug+up)
2

Démonstration : Sy = Ug +Uy +U, +..Up = Ug +(Ug + 1) +(Ug +2r ) +...+(ug +1r)
Soit :
Sp=(N+1)xuy+r+2r+..+nr =(n+1)xuy+rx(1+2+..+n)

n(n+1)
or: 1+2+3+...+Nn=—-—=



2
donc : Sp=(n+1)xuy+rx n(n2+1) =(n +1)(u0 +%) =(n +1)(%+mj

2
2
soit: S, :<n+1)( “o;”fj:(m)(wzow]:

—

U +U
n+1)[—0 > nJ

Exemple:  Soit (un) une suite arithmétique de raison -5 et de terme initial Up="7.
Calculer S=uy, +Uj3+U 4 +...+Ugq
- Lasuite (u,) s’écrit : upy = Ug+nr=7-5n, donc : Uy; =7-5x31=7-155=-148
On peut calculer la somme des 32 premiers termes de la suite (u,,) :
(31+1)><(u0 +u31) _ 32x(7-148)
2

Up +Up +Uy +otUgy = =—16x(-141) = -2256

Or:
(11+1)x(ug +uyy ) 12x[7+(7-5x11)]
2 - 2

Ug +Up +Uy +.tUpg = =16x(7+7—-55)=—656

Donc :
S= (uo +Uy +Uy +...+u31)—(u0 +Uy +U, +...+u11) =—2256 —(—656) = —2256 + 656 = —1600

V) Représentations graphiques d’une suite arithmétigue.

Exemple:  Soit (u,) la suite arithmétique de terme initial uy= 3 et de raison r =-2.

Calculez Uy, Uy, Ug, Uy, Ug.

3 u1:u0+r=3+(—2)=1 > Al(l;l)
Uy =y +T = > A2 )

! Ug=Uy+T = > A3 )

o) : Uy = > A4( ;
Ug = > AS( ;

Exprimez up, en fonction de n.

-6 Représentez les points de coordonnées (n;un),

pour 0 <n <5, dans le repére ci-contre .
Que remarquez-vous ?

Propriete:
| Les termes d’une suite arithmétique se représentent graphiquement par des points alignés.
Propriéte :
Si le terme général, u, , d’une suite s’écrit : uy =axn+b,
alors (up) est une suite arithmétique de terme initial b et de raison a .




V1) Suites géométriques

Exemple : Soit (Vn) la suite des puissances de 2 d’exposant un entier naturel.
_ 50 _ _ol_ _n2 _ _ _ —
Vo=2"=1 vy=2"=2 v, =2"= Vg = Vph = Vg =

Ainsi: v, =Vyx2 > (vy) est lasuite géométrique de terme initial vy =1 et de raison q = 2.
Définition :

On appelle suite géométrique toute suite numérique dont chaque terme s’obtient en multipliant par
un nombre ¢ constant appelé raison de la suite.

Vo
V

Elle est donc définie par récurrence par : :
n+1 = Yn>d

Genéralement pour une suite géometrique de premier terme v, et de raison g :
Vi =Vyxq
_ _ 2
Vo =V X =V x(Q
Va =V, X(Q =V ><q2 =V, xq°
372 1 0
On peut se représenter la situation au moyen d’un schéma comme celui-Ci :

xq ,,, X4 xq_ xq xq_ xq_,
Vo >V >V >Vq >.... >V >V

n+1l

Propriété : « Calcul des termes d’une suite geométrique »
Soit (vn) une suite geométrique de terme initial Vo et de raison q.

1) Vn =V xq" pour tout entier n.
2) Vi =Vpxq" P pour tous entiers m et p.
Exemple : (vn) est une suite géometrique de terme initial Vg =32 et de raison q :%

Calculez Vg et Vg .

1Y’ 1Y 1
> vn:voxqﬂ:32x£§j donc V3:V0Xq3:32>{5j :32><§:4

5 1y 1 5-3) 1% 1
> Vg =Vyxq :Bszj :32x§:l ou bien vy =v5xQ :4x(§j :4XZ:1

Propriété : « Somme des n+1 premiéres puissances d’un nombre ¢ »
Soit g un nombre différent de 1, alors :

_gh+l
1+Cl+q2+ ............. +qn:u1iq—

Démonstration : C’est une astuce d’écriture :
S= 1 + q + g% +.+4"
_ 2 3 n+l
®=4d + ¢ + ¢+t car q><(1+q+q2+...+q”):q+q2+...+q”+q”le



1— qn+1
1-q
:_(1_ 26):26 ~1=64-1=63

soit:  (1-q)S=1- g™ dou: s, =V, (1+q+q2+...+qn):v0

_ 954l __ 96
Exemple : 1+2+22+23+24+25:1122 :1 12

Propriété : « Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique »
Soit S la somme de n+1 termes consécutifs d’une suite géométrique de raison q, si Vg est le

premier terme de cette somme, alors :
1_qn+1

Sh=Vy (carilya n+1 termes)

4 R _ _ 2 n
Déemonstration : Sn—v0+v1+v2+...vn —v0+(voxq)+(voxq )+...+(u0><q )

n+1
. _ 2 ny\_., 1-¢
Soit : Sn—v0(1+q+q +...+Q )_Vo—l—q
Exemple : Soit (vn) la suite géométrique de raison g = 2 et de terme initial Vg =9

Calculez S =vg +Vg +V; +...4+Vy
> Lasuite (V) s’écrit : vy =V xq" =5x2", donc : v, =5x2%0

On peut calculer la somme des 20 premiers termes de la suite (vn) :

20+ 21 21
o 1l-gq [ 1-2% _ 1-2% 21\ 21
Vg Vg Vo Vg =V, T =5x = =5x ——5><(1—2 )_5x(2 —1)
Or:
VgV + Vo bV =V a =5x " =5x— =—5><(1—2 ):5x(2 —1)

Donc :
S :(vO +Vy +V, +...+v20)—(vO V] +V, +...+v4):5><(221_1)_5x<25 —1):5><(221_25)

VII) Représentation graphique d’une suite géométrique.

Exemple:  Soit (vn) la suite géométrique de terme initial Vo = % et de raison q = 2.

Calculez Vi, Vo Vo, Vg
1

V1=Voxq=§><2=1

Vo=V xq=1x2=2

Vg =V, %=

V, =

4
Représentez graphiquement les points de coordonnées
. (n;vp) pour n <4 premiers termes de cette suite.

Q Exprimez vy, en fonction de n.

Propriéeté :
Si le terme général , v, , d’une suite s’écrit : v, =axb"
alors (vn) est une suite géométrique de terme initial a et de raison b.




